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1 – INTRODUZIONE
Per scrivere questo intervento io mi sono ispirato alle mie convinzioni personali, maturate in anni di studio e di insegnamento. Ovviamente ho tenuto ben presente il tema “Il numero” che percorre tutti gli anni delle “Indicazioni Nazionali per i Piani di studio personalizzati” relativi a tutto il primo ciclo scolastico.
Sono andato anche a rileggermi l’allegato D  cioè il “Profilo educativo, culturale e professionale dello studente alla fine del primo ciclo di istruzione (6 – 14 anni).”

Nel paragrafo intitolato “Strumenti culturali” c’è una parte che riguarda la matematica. Insieme a tante affermazioni che riguardano il calcolo (strumenti di calcolo, calcoli mentali, calcolo di probabilità, di superfici, di volumi, di misure, ecc.) ci sono affermazioni che, per la loro genericità e la loro generalità, possono essere interpretate con una certa libertà. Ne ricordo tre. Lo studente “padroneggia concetti fondamentali della matematica e riflette sui principi e sui metodi impiegati”; “adopera il linguaggio e i simboli della matematica”; riconosce “relazioni tra oggetti o grandezze, regolarità, differenze, invarianze”.
Vorrei fare un discorso abbastanza generale che, nella sua interezza, si colloca alla fine del primo ciclo scolastico (la terza media), ma non sarà difficile individuare il bagaglio di arrivo per la tappa intermedia (quinta elementare). Non intendo fare delle proposte di sviluppo dei concetti aritmetici anno per anno (per la scuola primaria, e in senso generale, la questione sarà affrontata nel corso di aggiornamento domenicale del 2005-2006).
Vorrei, piuttosto, procedere a “colpi di desideri”, a “formulazioni di auspici non utopici”, a “manifestazioni di aspirazioni realizzabili”.
In termini più concretamente “ministeriali” parlerei di Obiettivi Specifici di Apprendimento relativi ai numeri nel primo ciclo scolastico.

2 – QUELLO CHE NON VORREI
Con il passare degli anni nell’insegnamento della matematica si formano tante incrostazioni, spesso prive di giustificazioni, che è difficile eliminare anche quando si è preso coscienza della loro inutilità. La forza della tradizione o, meglio, dell’abitudine, è micidiale. Ecco alcuni desideri espressi in forma negativa.
Non vorrei che i bambini si facessero la domanda “che cosa è il numero” perché è una domanda senza risposta. Tutti i tentativi di risposta o sono falliti o sono stati molto parziali. 
Fallito è il tentativo di  Frege per il quale “ il numero è la classe di equivalenza di insiemi finiti equipotenti”. Una risposta che riguardava solo il numero naturale e che è risuonata spesso nelle nostre aule ai tempi, non lontani, della “tirannia dell’insiemistica” che presentava le “scatole dei  numeri”. Purtroppo nelle scuole elementari ci sono ancora dei nostalgici.
Parziale è la risposta di Euclide per il quale “numero è una pluralità composta di unità”, risposta che riguardava solo i numeri naturali, che iniziavano da 2, e che è stata ripetuta per secoli, senza molta coerenza, anche da chi considerava 1 ed i razionali come numeri.

Parziale la risposta di Newton per il quale “numero è il rapporto

fra due grandezze omogenee la seconda delle quali presa come unità di misura”.
Qui l’orizzonte è molto più ampio, ma restano inesorabilmente esclusi  tutti i numeri negativi.
Non vorrei che i bambini utilizzassero gli insiemi e le operazioni su di essi per costruire ed esplorare i mondi numerici. 
La demolizione dell’insiemistica come strumento per introdurre l’aritmetica, iniziata dai programmi del  1985, è stata portata a termine dalle Indicazioni Nazionali del 2004 le quali fanno un timido accenno agli insiemi solo nel tema “Introduzione al pensiero razionale” per la terza media.
Speriamo che sia la volta buona perché si incontrano continuamente insegnanti elementari, riviste “omnibus” per insegnanti elementari, sussidiari e libri di testo per la scuola media che ai numeri naturali fanno precedere uno o più capitoli dedicati agli insiemi.
Non vorrei che i bambini imparassero solo a fare calcoli, anche mentali e veloci, come bravi pappagalli o bravi pupi eruditi a dovere.

Quindi non vorrei che i bambini uscissero dal primo ciclo scolastico solo con una idea strumentale della matematica.

Questa era la concezione dei programmi del 1955 (il famoso far di conto), rifiutata completamente dai programmi del 1985, ma riapparsa prepotentemente nelle Indicazioni Nazionali del 2004.
3 – UN TRAM CHIAMATO DESIDERIO
Se ben ricordo era il titolo di un film, ma a me serve solo per stare ancora sulle generali esprimendo qualche desiderio in forma positiva.

Vorrei che i ragazzi pensassero e parlassero di “Mondi numerici”. E’ vero che i matematici usano l’espressione “Insiemi numerici” che si trova anche nei programmi del 1979 e nelle Indicazioni Nazionali per la classe terza (media), ma a me questa espressione da l’idea di qualcosa di freddo, senza vita, di cadaveri giacenti ciascuno nella sua cassa senza rapporti con gli altri.

L’espressione “Mondo numerico”, al contrario, mi da l’idea di qualcosa di dinamico, di vitale. Un “Mondo” è abitato da personaggi che sono in relazione fra loro, personaggi che si incontrano, che hanno una intensa vita sociale. Anzi, di personaggi che sono essi stessi una “ragnatela di relazioni”.
Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che questa vita sociale si svolge attorno ad  alcuni “centri nevralgici” che accomuna tutti i “Mondi numerici” del primo ciclo scolastico, cioè numeri naturali, interi relativi, razionali e reali, pur rispettandone le peculiarità. Potremmo esprimere tutto dicendo “unità nella diversità” e “comunione nella distinzione”.
4 – IL PRIMO CENTRO NEVRALGICO: L’ADDIZIONE
Incominciamo ad entrare nello specifico del nostro tema, mantenendo sempre, però, lo stile del “desiderio”.

Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che il primo “centro nevralgico” attorno al quale ruota la vita sociale in ogni mondo numerico è quello della addizione. L’operazione è così nota e familiare che sembra non avere molta importanza, eppure è proprio essa a costituire il primo “elemento indispensabile” per aver diritto a chiamarsi “mondo numerico”.
E’ una operazione con la quale si gioca a coppie (l’operazione è binaria) producendo risultati che rimangono in famiglia (l’operazione è interna). L’addizione è presente in tutti i mondi numerici (manifestazione di unità), ma in ciascuno di essi ha una definizione diversa (manifestazione della diversità).

Le Indicazioni Nazionali ne prevedono l’introduzione nei numeri naturali, nei numeri decimali finiti (numeri con la virgola), nei numeri razionali (primo biennio della scuola secondaria di primo grado), ma non nei numeri interi relativi. Penso che si tratti di una svista, di una dimenticanza.

Io penso che, in terza media, si dovrebbe arrivare alla definizione esplicita e generale, cioè con l’uso delle lettere, della addizione nel mondo dei numeri interi relativi e nel mondo dei numeri razionali, sottolineandone gli aspetti critici.

Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che l’addizione è ricca di proprietà che hanno un nome ricordato esplicitamente nei programmi del 1985, ma ignorato in quelli del 1979 e nelle Indicazioni del 2004.

Accanto ai loro nomi va ricordata la espressione simbolica, usando anche solo i numeri nella scuola primaria, mentre nella scuola media devono intervenire le lettere come ricordano anche le Indicazioni del 2004: “Scrittura formale delle proprietà delle operazioni e uso delle lettere come generalizzazione dei numeri in casi semplici”.

Queste proprietà sono ben note, ma le ricordo ugualmente:

proprietà commutativa:  a + b = b + a

proprietà associativa:  (a + b) + c = a + (b + c) = a + b + c

proprietà dell’elemento neutro:  a + 0 = 0 + a = a

Il punto debole è la proprietà associativa perché gli insegnanti e molti libri di testo la enunciano incominciando dall’ultimo pezzo dimenticando completamente che l’addizione è una operazione binaria. Senza fare nomi, in un libro di testo per la scuola media edito nel 2004 e con tanto di bollino “secondo le Indicazioni Nazionali 2004”, ho trovato, messa in un bel riquadro, questa proprietà associativa:  a + b + c = a + (b + c).

Subito dopo, facendo appello alla “proprietà simmetrica dell’uguaglianza”, viene introdotta la proprietà dissociativa, essa pure collocata in un riquadro:

                                                 a + (b + c) = a + b + c

Sono rimasto senza parole!
Mi sono domandato, senza trovare risposta, perché le autrici, con la stessa motivazione, non hanno introdotto anche la proprietà discommutativa:      b + a = a + b

Le tre proprietà elencate sono una manifestazione di comunione tra i mondi numerici, mentre la distinzione è affidata ad una ulteriore proprietà, l’esistenza degli opposti, che nasce in Z (mondo degli interi relativi) e viene ereditata da Q (mondo dei razionali) e da R (mondo dei numeri reali).

Vorrei che in terza media i ragazzi incominciassero a gustare la struttura algebrica di gruppo commutativo che in Z, in Q e in R nasce proprio legata alla addizione. Prima questo era un desiderio realizzabile dato che i programmi del 1979 nel tema “Corrispondenze – Analogie strutturali” prevedevano “Ricerca e scoperta di analogie di struttura”. Ora, forse, si presenta come un “sogno nel cassetto” dato che nelle Indicazioni Nazionali non vi è alcun cenno alle strutture algebriche. Eppure esse prevedono, per la classe terza, “Semplici equazioni di primo grado” e “Risolvere equazioni in casi semplici”. La più semplice equazione di primo grado si presenta nella forma:  x + a = b  che è sempre risolubile solo in un gruppo additivo.
Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che questo “centro nevralgico” non è chiuso in se stesso, ma ha propaggini in varie direzioni, cioè viene utilizzato per introdurre altri concetti.
Un caso tipico è la sottrazione. 
Nei numeri naturali essa nasce da un semplice problema: dati due numeri qualunque  a , b  esiste  c  tale che  a = b + c ?

La risposta è affermativa se e soltanto se   a ≥ b.

Questo vincolo cade in Z ed in Q  dato che la sottrazione è definita in termini di addizione. Infatti  a – b = a + (-b).

Nel mondo dei numeri naturali anche l’ordinamento fa appello alla addizione. Vale, infatti, la definizione:

a > b  se e solo se esiste c ≠ 0  tale che  a = b + c.

Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che questo “centro nevralgico” non è solo sorgente di attività, tutto sommato abbastanza serene e tranquille, ma anche centro di “meditazione e di contemplazione”. Mi riferisco alla tabellina della addizione (ma il discorso vale anche per le altre tabelline). Non si tratta solo, come dicono le Indicazioni Nazionali, di “acquisire e memorizzare le tabelline”, ma di “contemplarle” per scoprire regolarità, comportamento di numeri, somiglianze e differenze fra le varie tabelline. Questa contemplazione aiuta ad acquisire un atteggiamento riflessivo, meditativo di cui abbiamo tutti, anche noi adulti, immenso bisogno.
5 – IL SECONDO CENTRO NEVRALGICO: LA MOLTIPLICAZIONE
Continuiamo la nostra esplorazione dei mondi numerici manifestando sempre i nostri desideri.
Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che il secondo “centro nevralgico” attorno al quale ruota la vita sociale dei mondi numerici è la moltiplicazione. Si tratta di una operazione che ha molte analogie con l’addizione, sulle quali non è il caso di soffermarsi. Manifestazione di unità tra i vari mondi numerici, dato che è presente in tutti, è anche simbolo della loro diversità quando si passa a definirla. Il problema più scottante è la definizione nel mondo dei numeri relativi con la famosa “regola dei segni”: con quali giustificazioni presentare questa regola che tutta l’aria di essere completamente arbitraria e quasi una sfida al buon senso ed alla intuizione? La ricerca di giustificazioni accettabili è stata la “crux mathematicorum” che hanno scritto libri di testo per i principianti. Il ricorso al modello commerciale (debiti e crediti), usato da matematici del calibro di Eulero, oltre a non funzionare, espone la matematica al ridicolo (per arricchirsi basta fare debiti e moltiplicarli fra di loro); invocare velocità, posizioni e spostamenti positivi e negativi mi sembra che complichi le cose oltre il necessario. L’unica giustificazione sensata e comprensibile anche a ragazzi di terza media è di tipo matematico: se si vuole salvare il ruolo dello zero nella moltiplicazione e la proprietà distributiva l’unica definizione possibile di moltiplicazione è quella data dalla famosa “regola dei segni”.
Vorrei che i ragazzi prendessero coscienza della enorme ricchezza di proprietà della moltiplicazione. Alcune, commutativa, associativa, elemento neutro, sono in perfetta analogia con quelle della addizione ( basta cambiare + in x  e 0 in 1), altre sono nuove come la proprietà di annullamento del prodotto che svela il volto dittatoriale dello zero:
ab = 0  se e solo se  a = 0  o  b = 0.

Nel mondo dei numeri razionali la moltiplicazione si arricchisce di un’altra proprietà, che passa poi in eredità al mondo dei reali:
per ogni numero  a ≠ 0  esiste un numero  b  tale che  ab = ba = 1.
E’ la proprietà degli inversi.
In questo modo il mondo dei numeri razionali, privato dello zero, si presenta come un gruppo commutativo.
E’ una conquista importante perché in esso è sempre risolubile l’equazione di primo grado: 
                                             ax = b, con  a ≠ 0.
Inoltre diventa sempre possibile eseguire la divisione, quando il divisore è diverso da zero, in forza della sua stessa definizione:

a : b = a × 1/b
C’è una ultima proprietà la quale ci assicura che nessuno dei due centri nevralgici è un “hortus conclusus”, ripiegato su se stesso, anzi ci garantisce che fra i due esiste un costante collegamento. E’ la  proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione:

                   a × ( b + c ) = (a × b) + (a × c)
A questa proprietà i matematici sono particolarmente affezionati tanto da sfidare l’impopolarità, nella “regola dei segni”, pur di non perderla. E’ proprio per questo collegamento armonioso fra i due centri nevralgici che il mondo dei numeri interi relativi è un anello, anzi un dominio di integrità, e il mondo dei numeri razionali un campo. Sono strutture che vanno bene per la scuola secondaria di secondo grado, ma che si incominciano a costruire negli anni precedenti.
Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che questo “centro nevralgico” ha propaggini in varie direzioni, cioè ha qualcosa da dire nella introduzione di vari concetti.
Un esempio è quello di multiplo: a è multiplo di b se succede che 

a = kb  con k numero intero relativo.

Qui si scopre che  0  è multiplo di ogni numero  e, quindi, è il minimo comun multiplo di ogni coppia di numeri. La nozione, però, perderebbe di interesse e, quindi, si considera sempre, ma non lo si dice mai, il minimo comun multiplo maggiore di zero.

Un altro esempio è il teorema di divisibilità che si incomincia a maneggiare già nella scuola primaria:

per ogni coppia ( a, b )  con b ≠ 0 esiste una ed una sola coppia 
( q, r ), con 0 ≤ r < b in modo che valga: a = bq + r.

Quando r = 0  si ha la solita divisione esatta con il comportamento schizofrenico dello zero.

Vorrei che gli studenti si inoltrassero gradualmente nel mondo affascinante e misterioso dei numeri primi per scoprirne l’importanza come “costruttori infaticabili” di numeri con la moltiplicazione e per intuirne la numerosità. La dimostrazione di questi fatti sono rimandate alla scuola secondaria di secondo grado, ma già durante il primo ciclo scolastico si può avvertire l’aria di mistero che circonda i numeri primi studiando qualche problema che li riguarda e di cui finora nessuno ha trovato la soluzione. Penso, in particolare, alla congettura di Goldbach sulla possibilità di scrivere ogni numero pari maggiore di 2 come somma di due numeri primi. Finora non si è trovato nessun numero pari che non si possa scrivere come somma di due numeri primi, ma nessuno ancora ha dimostrato che ogni numero pari si può scrivere come somma di due numeri primi. 
Penso anche  alla numerosità dei numeri primi gemelli cioè a coppie di numeri primi che differiscono di 2 come  3 e 5, 5 e 7, 11 e 13. Quante sono queste coppie? Sono infinite, come i numeri primi, oppure sono in numero finito? Nessuno lo sa. 
In questo modo si contribuisce a disegnare il “volto umano “ della matematica, una disciplina che insieme a folgoranti successi annovera debolezze persistenti.

6 – IL TERZO CENTRO NEVRALGICO: L’ORDINE

Ci avviamo alla fine della descrizione di ciò che è indispensabile possedere per avere il diritto di essere chiamato “mondo numerico”.
Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che il terzo “centro nevralgico” attorno al quale ruota la vita sociale di ogni mondo numerico è l’ordinamento. Non so il perché, ma questo centro nevralgico, nella prassi didattica del primo ciclo scolastico, è abbastanza trascurato rispetto ai primi due. Eppure è di estrema importanza. Nei programmi del 1985 l’ordinamento è fortemente sottolineato: “Va tenuto presente che l’insieme dei numeri naturali ha la caratteristica fondamentale di essere ordinato e, pertanto è essenziale che il fanciullo acquisisca la capacità di confrontare e ordinare gli stessi numeri, utilizzando anche la cosiddetta linea numerica o retta graduata”. 
Le Indicazioni Nazionali per la scuola primaria del 2004 prevedono, in prima il “concetto di maggiore, minore, uguale”.

Ambedue i “programmi” richiedono, per il mondo dei numeri interi relativi e per il mondo delle frazioni, solo lo studio di questo terzo “centro nevralgico”.

Nei programmi del 1979 l’ordinamento è un po’ in sordina anche se si prevede la “rappresentazione dei numeri sulla retta orientata” ed “esercizi di calcolo approssimato”.

Nelle Indicazioni Nazionali per scuola secondaria di primo grado del 2004 si prevede esplicitamente il “confronto tra numeri razionali” e “confrontare numeri razionali e rappresentarli sulla retta numerica”.

Alla “unità” dei mondi numerici, studiati nel primo ciclo scolastico, rappresentata dalla presenza della relazione di ordine totale è associata la “diversità” rappresentata dalle differenti definizioni in ciascuno di essi.

Qui mi limito a ricordare il confronto tra numeri razionali.

Dati due numeri razionali  a/b  e  c/d  con b  e  d entrambi positivi diciamo  a/b > c/d  se e solo se  ad > bc.
E’ una definizione semplice, economica perché richiede solo due moltiplicazioni ed un confronto, ma non incontra il favore né degli insegnanti né degli autori di libri di testo. Sia nella prassi didattica che nei libri di testo si preferisce confrontare prima numeri razionali che hanno uguale denominatore con l’annuncio trionfante che vince che ha il numeratore maggiore, poi quelli che hanno uguale numeratore e naturalmente vince quello che ha il denominatore minore, infine numeri razionali che hanno numeratore e denominatore diversi. Questo terzo caso viene ricondotto al primo facendo intervenire, in modo esplicito nella scuola media e in modo surrettizio nella scuola elementare, il minimo comun multiplo dei denominatori. Niente di più antieconomico e di più faticoso, ma la forza della tradizione si impone prepotentemente. L’obbiezione che fanno gli insegnanti alla introduzione della definizione prima ricordata è la seguente: come facciamo a giustificare ai bambini questa definizione? La risposta è che trattandosi di una definizione non c’è niente da giustificare perché ogni definizione è convenzionale.
Vorrei che i ragazzi prendessero coscienza delle proprietà che caratterizzano il terzo “centro nevralgico”.

Proprietà transitiva: dati tre numeri qualunque a, b, c, 
se  a > b  e  b > c  allora  a > c.

Nei mondi numerici si rispettano le gerarchie.
Proprietà tricotomica: dati due numeri qualunque  a, b si verifica sempre uno ed uno solo di questi tre casi: a > b,  oppure  a = b, oppure  b > a.
Nei mondi numerici la legge è uguale per tutti, cioè due numeri sono sempre confrontabili.

Proprietà archimedea: dati due numeri qualunque a  e  b > 0 esiste sempre un numero n naturale tale che  nb > a.

Nei mondi numerici non esiste un “lider maximo” cui tutti gli altri devono sottostare.
Si pone un problema didattico: se e quando introdurre queste proprietà. A me sembra che nella scuola primaria se ne debba utilizzare il contenuto anche se rimangono “innominate”. Nella scuola media andrebbe introdotta esplicitamente la terminologia ed anche l’espressione simbolica.

La proprietà transitiva dovrebbe essere familiare anche per altre situazioni (parallelismo fra rette, equivalenza di frazioni); la proprietà tricotomica può essere apprezzata confrontando la relazione di maggiore con quella di inclusione fra insiemi, relazione di ordine che non è tricotomica; la proprietà archimedea va ad aumentare la stima per questo straordinario personaggio già noto per il “principio di Archimede” in idraulica.
Vorrei che gli studenti prendessero coscienza dei rapporti di armoniosa cordialità che intercorrono fra il terzo “centro nevralgico” ed i primi due. Questo fatto è espresso dalle proprietà di “coerenza o compatibilità” che andiamo ad enunciare:

Proprietà di coerenza fra struttura di ordine e struttura additiva: 

dati tre numeri qualunque a, b, c, se  a > b  allora  a + c > b + c.
Questa proprietà era già nota ad Euclide. Una delle “Nozioni comuni” dei suoi Elementi dice: “E se a cose disuguali si aggiungono cose uguali, i tutti sono disuguali”.
Proprietà di coerenza fra struttura di ordine e struttura moltiplicativa:

dati due numeri qualunque a, b  e preso c > 0, 

se a > b allora  a × c  > b × c.

La condizione  c > 0 è essenziale: c = 0 agirebbe da schiacciasassi riducendo a 0 i due membri, mentre  c < 0 invertirebbe la disuguaglianza.

Debbo confessare che non ho mai trovato menzionate queste proprietà sui libri di testo, eppure esse sono essenziali per poter parlare di “gruppo ordinato”, di “anello ordinato” (come è Z) e di “campo ordinato” (come è Q).

Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che questo “centro nevralgico” ha propaggini in varie direzioni, cioè ha qualcosa da dire nella introduzione di vari concetti.

Il concetto più familiare, fin dalla prima elementare, è quello di successivo. Noi siamo abituati a legarlo all’operatore additivo  + 1 correndo il pericolo di pensare che il concetto di successivo valga dovunque possiamo fare  + 1, cioè in tutti i mondi numerici.

Il concetto di successivo, invece, è legato solo all’ordinamento come si vede da questa definizione:

un elemento x è il successivo di y (e scriviamo  x = Sc(y)) se sono verificate queste due condizioni:

· x > y

· non esiste alcun elemento z che sia maggiore di y e minore di x, cioè non esiste z tale che  x > z > y.
Si vede subito, allora che il concetto di successivo vale nel mondo dei numeri naturali ed in quello degli interi relativi, ma non più in quello dei razionali (e dei reali) dato che tra due numeri razionali esistono sempre infiniti numeri razionali.
All’ordinamento sono legati anche i concetti di Massimo Comun Divisore e minimo comun multiplo sulle cui definizioni andrebbero fatte delle precisazioni per non ripetere tautologie come: M.C.D. è il più grande dei divisori comuni e m.c.m. è il più piccolo dei multipli comuni. Non voglio, però, soffermarmi su di esse.
7 – LA CONTINUITA’: IL GIOCO DEGLI INCASTRI
Oltre allo “zoccolo duro” costituito dalle operazioni e dalle loro proprietà comuni a tutti i mondi numerici e dalla relazione di ordine con le proprietà elencate, i loro rapporti di buon vicinato sono sottolineati dalle varie inclusioni illustrate dal seguente diagramma di Eulero-Venn:

Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che i vari mondi numerici che essi studiano non sono province separate, semplicemente giustapposte una all’altra, ma sono incastrate una nell’altra quasi a sottolineare i rapporti di generazione di una dall’altra. Sono proprio queste inclusioni che ci permettono di scrivere i numeri interi positivi semplicemente come numeri naturali omettendo il simbolo +, i numeri razionali con denominatore 1 come numeri interi ed i numeri reali non irrazionali semplicemente come numeri razionali.
Certo bisognerebbe precisare in che senso valgono le inclusioni prima illustrate: valgono nel senso dell’isomorfismo, ma questo è un concetto che dovrebbe essere familiare agli insegnanti ed anche agli studenti di scuola media superiore.
A solo titolo esemplificativo spiego in che senso N è incluso in Z.
E’ chiaro che i numeri naturali non sono numeri interi relativi, cioè N non è un sottomondo di Z perché i numeri naturali non hanno il segno distintivo (+ o -) che caratterizza i numeri interi relativi. In termini più matematici: N non è un sottoinsieme di Z.
Fra i numeri relativi, però, ci sono quelli non negativi, cioè 0 ed i numeri preceduti dal segno +. Questi formano un sottomondo di Z e lo  possiamo indicare con Z+.

E’ facile vedere che tra N e Z+ possiamo stabilire una corrispondenza biunivoca come quella rappresentata qui

       0     1     2     3     4     5     6….. n …..

       ↕     ↕     ↕     ↕     ↕     ↕     ↕      ↕

       0   +1  +2   +3   +4   +5   +6…+ n ….

Se indichiamo questa corrispondenza, come si usa fare, con la lettera  f  possiamo  scrivere: f: N -> Z+  e f(n) = + n, cioè il corrispondente del numero naturale  n  è il numero intero relativo  + n. Questa corrispondenza è iniettiva, cioè numeri naturali diversi hanno corrispondenti diversi, e suriettiva, cioè ogni numero intero non negativo è il corrispondente di un numero naturale. Per questo si dice che la f è biunivoca.
Questa corrispondenza ha delle proprietà quasi magiche.

Anzitutto essa trasforma la somma di due numeri naturali nella somma dei loro corrispondenti in Z+.

Esempio:  f ( 2 + 3 ) = f ( 5 ) = + 5 = (+ 2) + (+ 3) = f ( 2 ) + f ( 3 )

In generale:  f ( m + n ) = f ( m ) + f ( n ).

Con un gioco di parole possiamo dire che “il corrispondente di una somma è la somma dei corrispondenti”.

In secondo luogo trasforma il prodotto di due numeri naturali nel prodotto dei loro corrispondenti in Z+.

Esempio:  f ( 2 ( 3 ) = f ( 6 ) = + 6 = (+ 2) ( (+ 3) = f ( 2 ) ( f ( 3 ).

In generale:  f ( m ( n ) = f ( m ) ( f ( n ).

Con il “gioco di parole”: il corrispondente di un prodotto è il prodotto dei corrispondenti.

Infine trasforma l’ordine in N nell’ordine in Z+.
Esempio:  se  5 > 3  allora  + 5 > + 3  e viceversa.

In generale:  m > n  se e solo se  f ( m ) > f ( n ).

Per tutte queste proprietà la corrispondenza  f  si dice che è un isomorfismo tra N e Z+.

Questi due insiemi sono isomorfi (letteralmente: hanno la stessa forma) perché hanno lo stesso comportamento rispetto alla addizione, alla moltiplicazione e all’ordine. Possiamo, quindi, trattare i due insiemi “come se fossero” lo stesso insieme

Essendo N isomorfo a Z+ , sottoinsieme di Z,  si usa dire che N è un sottoinsieme di Z.

Questo è il motivo per cui spesso i numeri interi non negativi si scrivono come numeri naturali tralasciando il segno +.

Se volessimo rappresentare questi insiemi con i diagrammi di Eulero-Venn, ci sarebbe un recinto per Z e al suo interno un recinto per N.


Discorsi analoghi, appena un po’ più complicati, potremmo ripetere per i rapporti fra Z e Q e fra Q ed R.
8 – ELEMENTI DI DISCONTINUITA’
Il passaggio da un mondo numerico all’altro comporta sempre delle “perdite” (matematiche) e dei “guadagni” sia matematici sia nella capacità di descrivere fenomeni reali.
Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che nel passaggio da N a Z si perdono i numeri primi (a meno di complicare un po’ la definizione) e, irrimediabilmente, il buon ordinamento.
Il mondo dei numeri naturali è bene ordinato perché ogni suo sottoinsieme non vuoto possiede un minimo. Questa proprietà non la si ritrova più in nessun altro mondo numerico.

Naturalmente si guadagnano gli opposti, con le conseguenze che ne derivano per la sottrazione e per la struttura di gruppo, e la capacità di descrivere fenomeni che hanno un punto di divisione fra prima e dopo o fra sopra e sotto.

Vorrei che gli studenti prendessero coscienza che nel passaggio da Z a Q si perdono definitivamente i numeri primi, i successivi, i pari ed i dispari, ma si guadagnano i reciproci, con le conseguenze che ne derivano per la divisione e per la struttura di gruppo moltiplicativo, la densità e la capacità di matematizzare attività di suddivisione.

Soprattutto in questo passaggio si verifica un vero “terremoto” nelle operazioni e nei calcoli, anche se si fanno nella forma familiare dei numeri decimali positivi.
In Q per eseguire  a + b non si può più dire “parto da a e faccio passi verso destra quanti ne indica b”.

Nessuno degli approcci alla moltiplicazione, usati nella scuola elementare, può essere utilizzato in Q.
Inoltre la relazione fra risultato e fattori, anche quando non compare lo zero, può essere molto differente:
· può essere maggiore dei due fattori (quando ambedue sono maggiori di 1);

· può essere uguale ad uno dei due fattori (quando uno dei due è uguale a 1);

· può essere minore dei due fattori (quando ambedue sono minori di 1).

Anche nel confronto fra due numeri si verifica un “terremoto”. 

Le parti intere si confrontano in blocco e vale l’analogia con i numeri naturali. Se le parti intere sono uguali il confronto fra le parti decimali avviene non in blocco, ma cifra per cifra e non prevale più, o, meglio, non prevale sempre, la lunghezza della parte decimale. Al confronto tra i numeri decimali va dedicata una cura particolare perché gli errori, nei ragazzi e negli adulti, sono frequenti, come documentato anche nella ricerca didattica internazionale.
9 – GLI ULTIMI DESIDERI
Vorrei che studenti e professori prendessero coscienza che le calcolatrici tascabili possono essere uno strumento efficace per insegnare ed imparare la matematica.

Il loro uso era già previsto nei programmi del 1979: “Uso ragionato di strumenti di calcolo (ad es. tavole numeriche, calcolatori tascabili, ecc.)”.

Esse sono presenti anche nei programmi del 1985: “[…] tenendo presente che tali capacità [di fare calcoli mentali] non solo sono utili a prevedere e a verificare lo sviluppo, anche in approssimazione, di operazioni complesse eseguite per iscritto, ma servono, inoltre, a controllare l’esito delle operazioni stesse, allorché in momenti successivi verranno realizzate mediante calcolatrici tascabili.”

Nelle Indicazioni Nazionali per la Scuola Primaria si legge: “Fare previsioni sui risultati di calcoli eseguiti con mini calcolatrici” (secondo biennio).
In quelle per la scuola secondaria di primo grado si prevede di “eseguire semplici calcoli con numeri razionali usando metodi e strumenti diversi”.

Certo bisogna usare le calcolatrici in modo intelligente, esplorandone potenzialità e limiti. Una cosa è certa: se non si usano, il loro uso non potrà mai essere intelligente.

Vorrei che gli studenti, e anche gli insegnanti, prendessero consapevolezza che la matematica è anche una disciplina divertente, gioiosa e giocosa. I giochi con i numeri, intelligenti e divertenti, sono moltissimi, facilmente reperibili e adatti ad ogni età. Basta programmarli nei momenti giusti della attività didattica e “mettersi in gioco”. Il divertimento è assicurato e l’apprendimento pure.
10 – CONCLUSIONE
I tanti “vorrei” che ho illustrato forse sono troppi ed hanno, forse, il sapore dell’utopia. L’utopia, però, è la molla della storia e della attività di chi è convinto che la matematica può essere “sia un valido strumento di conoscenza e di interpretazione della realtà, sia una affascinante attività del pensiero umano.”
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